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RIASSUNTO:

Viene proposto un metodo pratico di filtraggio numerice
che pud essere molto pid veloce di quello tradizionale
della media mobile pesata. Secondo questo metodo la ri
sposta in frequenza del filtro si pud approssimare mol
to bene a quella ideale pur rimanendo molto contenuto
il numero dei coefficienti e quello dei termini transi
tori.






INTRODUZIONE

Per una data serie di N dati reali o complessi
{Xk;k=0,1, ------ 'N_1}

si pud sempre definire una nuova serie Xy di N dati tale che:

N-1 .
{Xh‘—"X(h/N)"—“F {xk}= Zk Xke lznkh/N;h=Ol1:'---rN—1} (1)
O
e
+ N-1 +1i27hk/N
{xk=F {xh}=1/N n Xpe ;k=0,1,....,N-1} (2)
fo]

dove gli operatori F {-} e F+L% vengono rispettivamente chiamati
trasformata ed antitrasformata discreta di Fourier della serie.
Si pu® subito osservare che la {xh} contiene tutta
la informazione di {x, } e che a sua volta la {x,} contiene tut
ta la informazione di {X_}; infatti dalla X, si possono ricava

v > I3 * \
re tutte le X, e viceversa, in corrispondenza biunivoca.

Se k si pud intendere cone va;iabile teméorale e x, come
la k-esima campionatura successiva ad intervalli At di una funzig
ne continua x(t), allora o rappresenta la h-esima campionatura suc
cessiva ad intervalli Af=1/(NAt) di una funzione della frequen
za ¥{f) che in generale non & la trasformata di Fourier (TF) di
x{t). Tutt'al pil si pud dire che X ¢ una campionatura della
trasformata "aliasata" su At=1 della x(t) e che Xy 2 una campio
natura della antitrasformata "aliasata" su Af=1/(HAt) della
X(f) dove perd la X(f) non & in generale la TF 4di x(t). Le Xy
sono semplicemente le ampiezze della scomposizione di {xk} in fun
zioni armoniche.

Se N non & primo e massimamente se & una potenza di 2, allg
ra{xﬁ'si pud calcolare rapidamente daqu}e viceversa, mediante
’ (1)
. Se

N & un certo numero di unitd 4 tempo allora f=h/N indica la

1'algoritmo della trasformata veloce di Fourier (TVF)



frequenza di h cicli per N unitd di tempo.

Se {x.} e {yk} sono due serie di N dati, allora vale per le
loro trasformate {Xh} e {Yh};l'analogo del teorema della convo
Juzione per le funzioni continue e le loro trasformate:

se {z) )={x Jxly, )

(X }=FT{x }ily }=F {y, }: (2, }=F {z,}
allora

{z, }={x }-{¥)} (v. Appendice)
FILTRAGGIO NUMERICO

Intendiamo con questa espréssione 1'operazione mediante la
quale da una serie {xk;k=0,1, ..... ,N-1} e una serie {gk;k=
=-M1, ..... -1,0,1,cenu... ,M2} detta dei coefficienti del filtro,
si ottiene la serie

M,
{Xﬁc=32;:k' X eTe K=0, 1, vnnnt. N-1),
— 1 '

{X%J.Si pud anche intendere come qttenutg mediante una meéia hohile
pesata con pe;i;{gk},gperata 5u {xk}. .
Poicheé la serie {xk} non na termini per k<O e k3N i primi Ml
termini e gli ultimi M, termini di {xk}-runlsi possono defini

re a meno che tutti i termini di {xk} per k<0 e k2N si possano

considerare nulli; in questo caso chiameremo transitori i termi
nil suddetti.

Oltre the con il metodo della media mobile il filtraggio di

{xk} si pud ottenere anche profittando del teorema della convo

luzione visto sopra. Basta allora costruilre la serie
{g&avk=0,1, ....... yN=1]}

ottenuta da {g,} (v. fig.1)
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Esempio di serie di coefficienti {gk} per filtraggio

con media mobile pesata, {gll é la rlsposta in impulso
del filtro e {gk} 2 l'insieme dei coefficienti richie
sto per il filtraggio via TVF.



(+)

a) invertendo l'ordine dei coefficienti rispetto 1'indice O,

ottenendo cosi {g;deetta anche risposta in impulso del filtro

b) e aggiungendo N a tutti gli indici negativi della serie {g_k},

ossia scivolando di N posti tutti i coefficienti di indice nega

tivo, ottenendo cosi {gi} e
c) calcolare infine

e R N G S CT I (3)

La serie {Gh},che moltiplicata per {Xh} dd la trasformata

{X}J della serie filtrata,dicesi risposta in .freguenza del filtro.

A causa della corrispondenza periodica gié menzionata tra
{x } e {X }rderiva che {x' } conterri sempre bl termini transito
ri all'lanlO e M, termlnl tran51tor1 alla flne eguall a quelli
che si otterrebbero con la media mobile, ripetendo periodicamen—;
te la serie data.(v. fig. 2).

Per un confronto dei tempi di esecuzione del filtraggio
con il primo o con il secondo metodo si potrd tenere conto solo
del numero delle moltiplicazioni necessarie. Nel primo caso es
se sono all'incirca

(M1 +M_ +1) N

2

nel secondo caso esse sono all'incirca
3N1g,N+N

poiché ognil TVF implica all'incirca ngzN moltiplicazioni(z).
Si vede subito che il filtraggio via TVF & pld conveniente per
N non troppo alto ma per un numero grande di coefficienti del
filtro,ossia tutte le volte che N<2 Ml+M )/3

f

(+) Notare che la convoluzione ciscreta & l'analogo di gquella
continua nella quale perd la sommz & fatta per intervalli di
tempo unitari anzich@ infinitésimi; ne consegue che nella convo
luzione discreta le moltiplicazioni termine a termine si devono

fare con i termini di Iy in ordine invertito.
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Un esempio di filtraggio con media mobile pesata e me
diante TVF: {gk}ﬁ la serie dei coefficienti; {xk} & la
serie dei dati da filtrare; {xi}rappresenta la serie
filtrata.

(§) termini transitori ottenuti con media mobile

(Qﬁ termini transitori ottenuti mediante TVF.



Per es.: se M1=M2=30 il metodo via TVF sard conveniente per
N§106 dati; mentre per M,=M,=15 il metodo via TVF sara convenien
te solo per NalOOO dati.

In tav. I e II viene mostrato il risultato di un calcolo col
metodo della media mobile e con quello della TVF; notare la diver
sitd dei termini transitori.

" PROGETTAZIONE DI UN FILTRO DI DATA RISPOSTA F)

Cid® che spesso si richiede da un filtro & di far passaré
certe componenti armoniche nelle quali si pud scomporre la
serie data,con ampiezza ridotta ad una certa frazione, e senza
variazione di fase.

Se {xk} & reale allora {Rexh} e {Imxh}.sono rispettivamen
te funzioni simmetriche ed antisimmetriche rispetto 1l'indice
zero. L'ampiezza della componente sinusocidale relativa alla
frequenza h/N & data da |Xh| e la sua fase ¢=arctg(Ith/Rexhl

r

Sia G(f) la risposta desiderata. Qui occorre fare alcune
precisazioni. Anzitutto G(f) pud essere definita soltanto per
le N frequenze discrete {£f=0,1/N,...... ;N-1/N}, infatti, per la
corrispondenza biunivoca delle trasformate discrete, Xh e Xh
possono essere definite solo per le suddette frequenze, dungue
avremo a che fare con la serie {Gh=G(h/N);h=....—1,0,1 ..... 1.
Inoltre, a causa del fatto che {xk} si pud considerare una fug
zione discreta di t corrispondente ad una campionatura ad inter
valli unitari, di una ipotetica x{t), G(h) dovrld essere periodi
ca con périodo 1; di conseguenza G(h) sard interamente nota se la
conosciamo Per un periodo:

{Gh=G(h/N);h=-N/2+1, ..... ~1,0,1, ..., N/2-1;N pari}

(+) Per altre notizie sul filtreggio numerico v. L.H. Koopmans:
The spectral analysis of time scries. Academic Press. New
York 1974. Chapter 6.
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{k} {9}

(0,425)
(0,225)

- (0,025)
(0}



{k} {g, 1 (g} {g' }
-My 0,05 (0)
-2 0,1l 0,2 (0,2)
-1 0,1 0,35 {(0,35)
; e 0'2 ........ o.,.z‘ ...... 0'2 .....
1 0,35 0,1 0,1
M., 0,2 0,1l 0,1
3 0,05 0,05
4 0

5 o)

6 O

7 0

8 0,2
9 0,35
: et (0,2)
11 (0,1)
12 (0,1)

{x'k}TVF={g'k}x{xk}

(1,9)

{1,475}
1,625
1,85
1,45

1,575

(1,475)
(1,475)
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oppure {Gh=G(h/N);h=0,1,....N—1}

bungue se verra indicato che G(f) debba avere ad esempio
1'andamento di fig.3a},si intenderd che, relativamente ad una
serie di‘N dati, Gh dovra avere la forma di fic.3k) e che Gh
possa venire specificato o come in fig.3c) o came in f£ig.3d). Dunque
per una specificazione di G(f) continua, {Gh} risultera dipen
dente da N, sebbene questa dipendenza il pild delle volte risul

terd irrilevante.

Poich& ci & pill comodo considerare le frequenze nell'intex
vallo (0,1}, Gh lo specificheremo secondo 1'indicazione di fig.
3d). Data una certa G(f) con cul operare su N dati, i coeffi
cienti del filtro corrispondente potranno essere ottenuti age

volmente calcolando
I
{gkL-F {Gh}
poiché G(f) si suppone reale, {gi} cosi ottenuta risulterad pe
riodica di periodo 1, e simmetrica rispetto all'indice zero.{gk}
poi si otterrid spostando di N posti verso sinistra i termini
di {g}lcon indice
{k=N/2+1,N/242,....,N-1}
In generale, perd, risulterd che {gkle guindi {gk} SOné

costituite da un numerc N termint non nulli pari al numerc dei

dati, sicché& si potranno avere due cose indesiderabili:

1) la {xi} ¢ formata da troppi termini transitori;
2) il numero dei coefficienti del filtro & troppo grande sicché

il calcolo mediante la media mobile risulta troppo laborioso.

Questi due inconvenienti si possono eliminare contempora

neamente mediante "1l'appuntimento" (tapering) dei coefficienti
del filtro.

Si voglia ad es. che i termini transitori siano al massimo
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Fig. 3 - Un esempio di determinazione della serie delle frequen
ze corrispondenti a una certa risposta ideale G(f).
Il numerc N delle fregquenze tra O,l pud essere qualsia
si, ma & evidente che G(f) risulta meglio definita da
un M grande.
a) risposta ideale proposta, G(f)
b) forma periodica della serie (G}
¢) serie della risposta in frequenza ncl campo (-1,1)
d) serie della risposta in frequenza nel campo {(o,l1).
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2M+1. Basterebbe allora azzerare i restanti (N-2M)termini del
filtro {gg} centrati in N/2; cid equivarrebbe allora a moltipli
care {gk}per K%‘kl essendo sempret%hkfl tranne che per M+1<k<N/2.
Cid perd porterebbe ad una ondulazione sovrapposta alla forma
desiderata della risposta, con il risultato di far passare parte
di frequenze indesiderate e di alterare le ampiezze proposte:

“infatti cid risulta chiaro quando si pensi che nella equazione
la serie

ha delle oscillazioni intorno allo zero che arrivano fino a
~il 20%.

Se invece di interrompere {gk} non cosl bruscamente come
avverrebbe con {do'k}la si interrompe con una {dk}che le lasci
perd un certo appuntimento, si pud ottenere una adeguata atte
nuazione della ondulazlone della rlsposta, che perd. andriz a disca
pito della rapiditd con cui la risposta calcolata tende a sequi
re la risposta ideale.

Sono state proposte molte funzioni di "appuntimento" che
risultano poi essere anche le finestre dei ritardi del calcolo
della densitd spettrale di potenza(z).

Noi qgui proponiamo guella di Hamming che indicheremo con

{d }

3,M,k
{25+21lcosnk/M) /46 per k = 0,1,...,M

3,M,k

0 per Mdk| <ri/2

la cui TDF & data da



(93,4, n=21/92 dg y (W/N-1/M) + 25746 g\ (R/M) +
+ 21/92q, \(h/M+1/M) 5 |n[=0,1,...,8/2)
r

Questa presenta un massimo per h=0, ha il primo zero per

h/N=2/(2M+1) e l'ampiezza della sua prima ondulazione @& ~1 /200
del massim principale. Si vede quindi facilmente, pensando al
la convoluzione di {Go,h} per {qB,M,h} che 1'annullamento di{G ]
sl sposta dalla parte di G(h) nulloc di una quantitd pari all'in
circa 2/(2M+1), e che l'intervallo dél raccordo con 0O non supera
4/(2M+1) . S1 trova poi che il potere cancellante del filtro o
il suo potere passante fuori dalla suddetta banda di raccordo

& migliore 41 1/400. Vedi fig. 4.

La fig. 4 mostra la tipica risposta 8i un filtro passa
banda (fl=1/5 e f2=l/3) i cui coeffiéiénti sono stati "appuntiti"
a8 M=30 termini con la finestra di Harming; cid egquivale all’inpo
sizione che il numero dei termini transitori non superi 2M=60,
che la banda di raccordo sia contenuta ernitro 1/5 e che l'ondula
zione residua non superi 1/400.

CONCLUSIONI

Data una serie {xk} di N (pari) dati supposti equidistan
ziati dell'unitd di tempo, se si vogliono i coefficienti di un
filtro la cui risposta ideale sia Go(f) [bo(f) funzione pari;
£]<l ciclo/2 unita di tempo], in modo tale che il numero di
termini transitori non superi in totale 2M e la rapidita di
caduta a zero dalla risposta {Gh}, corrispondente a passaggi

(#) Ricordare che tanto {d } come F+{q } hanno un perio
3I,M,k 3,M,h =
do N, percio gli indicl k si devono pensare definiti a meno
di un multiplo intero di N; analogamente d5 M(h/N) ha perio
'
do 1.
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Fig. 4 - Un esempio di calcolo di un fi

ltro passa banda

{1/5,1/3)

con la condizione di (2M+1)=61 coefficienti e bande di

raccordo & zero non superiore a 4/(2M+1).

Come si vede

fuori dalle bande di raccordo,lo scostamento della rispo
sta dall'ampiezza prevista & impercettibile:

(+) ampiezza della frequenza prestabilita da G(f);

L&] ampiezza della frequenza effettiva di [Gh].
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—-— ].4 -~
al valore zero di Go(f), non superi l'intervallo di frequenza

(+)

4/(2M+1), si potra operare nel modo seqguente:

1) Da Go(f) si ricava: {G(h/N);h=0,},...,2N/2}

2) I valori di G(h/N) con indice negativo (-N/2,...-2,-1) si

spostano di N posti in modb da avere

{G(h/N);=0,1...,N-1}
3) Si calcola fg,  J=F (G (h/N)}

4) Si esegue il prodotto: {gi}={go kd3 M k} dove {d3 M k} =3
. 7 1 I I I
la finestra di Hamming.

5) Si verifica (se si vuole) l1'approssimazione a Go(f) della
risposta {Gh} relaiva a {gﬁ] definita da

{G }=F {g}]

6) A gquesto punto si pud:
a} operare il filtraggio rapido via TVF se N & potenza
intera di 2 e Ns2(2M+1)/3,
in questo modo la serie filtrata conterra bitenmhﬁ:tﬂusitori

all'inizio e M alla fine; oppure:

b) prendere i primi M+1 termini non nulli di {gi} e, ponendb
{g_k=gk,k=l,2,...M}, costruire la serie cercata dei coef
ficienti del filtro:

{gk:k=0,il,...,iM}.

(+) Il programma, sia del calcolo dei coefficienti del filtro di
data risposta, che del filtraggio via TVF, & disponibile a
richiesta.

=
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Notare che per quanto riguarda il calcole di {gk}da usare
con una serie di un numero gualsiasi di dati, non necessita che
N sia pari al numero di dati che si devono filtrare, occorre perd
che detto N sia tale che il numero di termini con cui si:-pud
approssimare Go(f) sia abbastanza grande perché& la definizione
di G (f) non sia troppo grossolama. In altre parole se ad esem
pio il numero- dédeati da, f*ltrare fosse 215 per il calcolo del
filtro si potrebbe ben1551mo usare anche N~2 (ved, fig.4).



APPENDICE

In analogia al procotto di convoluzione tra x(t) e y(t}

definito per ogni t reale:

=-] ~+o0

+
Z(t)=x(t)5=}?(t)='[ X(t')y(t—t')dt'=f y{-t')x(t+t')dt"'

si definisce il prodotto di convoluzione discreta tra le due

serie {xk} e {yk}:

N~1
{Zk}={yk}*[xk}=£zo: klgkl Xk_kl }={—N+ k' g-k'xk+k' }

Occorre notare che gquesta definizione implica che una cdelle due

serie sia periodica di periodo W ossia che per ogni r intero

sia:

= X oppure

X+rN k Yisrn = Yx*

Dimostriamo ora che se

(2 }=F {2, b (X, 3=P (%, }; (¥ }=F {y,
e {Z, }={x Ixly,)
allora {Zh}=[Xh}{Yh}

Infatti, per definizione si trova:

N- . N~ N- N—

. - -i27hk/N ¢ -i2whk

{dh}"Zik ¢ / Zl*k' yk'xk—k'=ik' Yk'ﬁ!k gk © HTRE/N
[e] Q o]

ponendo poi k-k'=k" si trova

N- N-1-k'

Z;;: -i2vh(k'+k") /N
kl Ykl — : kll

xk.,e

(z} =

e infine tenendo conto che per ogni h, per la periodicitd di



Xy s gli ?ddendi della seconda sommatoria sono tutti e soli quel
N =

1i gdi E
[w)

n si ottiene:

N-1 . N~-1 .
-i2mhk' /N -i2whk" /N
{z.} = Y e + w X u€

{Yh}{xh}

c.v.d.



BIBL'IOGRAFIA

1 - J.W. COOLEY e J.W. TUKEY: An Algorithm for the Machine
Calculation of Complex Fourier Series +
Math. of Comp. 13, 297, 1965.

2 -~ R.B. BLACKMAN é J.W. TUKEY: The Measurement of Power
Spectra »
Dover Publications, Inc., New York, 1958.

B 3 =8 E3

E - O A I e



